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FAMILLES DE FORMES MODULAIRES DE DRINFELD POUR LE
GROUPE GENERAL LINEAIRE
MARC-HUBERT NICOLE ET GIOVANNI ROSSO
Re´sume´. Soit F un corps de fonction sur Fq , A l’anneau des fonctions re´gulie`res hors d’une
place8 et p un ide´al premier de A. En premier lieu, nous de´veloppons la the´orie de Hida pour
les formes modulaires de Drinfeld de rang r qui sont de pente nulle pour l’ope´rateur de Hecke
Up convenablement de´fini. En second lieu, nous montrons en pente finie l’existence de familles
de formes modulaires de Drinfeld variant continuˆment selon le poids. En troisie`me lieu, nous
prouvons un re´sultat de classicite´ : une forme modulaire de Drinfeld surconvergente de pente
suffisamment petite par rapport au poids est une forme modulaire de Drinfeld classique.
1. Introduction
Depuis les travaux de Swinnerton-Dyer, Serre, et Katz [KS73] sur les congruences modulo
p entre les formes modulaires, le nombre d’avance´es spectaculaires dans le domaine a cruˆ
sans cesse. En particulier, on sait de´montrer que la plupart des formes automorphes peuvent
eˆtre de´forme´es en familles p-adiques. Cette technique de de´formation a eu des applications
des plus varie´es et impressionnantes : une liste tre`s incomple`te comprendrait la preuve par
Greenberg–Stevens de la conjecture de Mazur–Tate–Teitelbaum sur les ze´ros exceptionnels des
fonctions L p-adiques [GS93], de nouveaux cas de modularite´ potentielle de repre´sentations
galoisiennes symplectiques ou unitaires [BLGGT14], et la preuve par Emerton de la conjecture
de Fontaine–Mazur pour les repre´sentations de dimension 2 [Eme].
Le but de cet article est de de´velopper une the´orie des familles des formes modulaires de
Drinfeld variant selon le poids. En pente ze´ro c’est-a`-dire le cas ordinaire, nous obtenons des
re´sultats fortement analogues a` la construction classique de Hida [Hid86].
SoitX une courbe lisse et projective sur Fp, et8 un point fixe´ deX ; soit Fq :“ H
0pX,OXq le
corps des fonctions constantes de X et A :“ H0pXz t8u ,OXq l’anneau des fonctions re´gulie`res
sur A. On choisit un ide´al premier p de A qui sera suppose´ principal dans cette introduction
uniquement ; et soit alors π un ge´ne´rateur de cet ide´al p.
Suivant Pink [Pin13], on peut de´finir les formes modulaires de Drinfeld de rang r et poids k
comme des sections d’un faisceau localement inversible ωk sur la varie´te´ modulaire de Drinfeld
compactifie´e Mn. De plus, on a une notion de module de Drinfeld ordinaire sur A{p, et le lieu
des points p-ordinaires de Mn ˆ A{p est un ouvert affine. Tout ceci sugge`re que l’approche
cohe´rente de Hida et Pilloni [Pil13] se ge´ne´ralise au cadre de Drinfeld. En effet, on sait que
la partie connexe de la pn-torsion d’un module de Drinfeld p-ordinaire est isomorphe a` la
pn-torsion d’un module de Hayes pour A. On construit donc une tour d’Igusa Ig, qui est un
sche´ma formel qui parame`tre les isomorphismes entre la p8-torsion du module de Drinfeld
universel p-ordinaire, et qui contient toutes les formes modulaires classiques.
On aurait envie d’utiliser les fonctions sur Ig pour de´finir un espace de formes modulaires
p-adiques, mais plusieurs proble`mes e´pineux se dressent tout de suite : la tour d’Igusa Ig est
un pro-reveˆtement e´tale de groupe de Galois Aˆp , donc l’ensemble de fonctions sur Ig est un
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module sur l’alge`bre d’Iwasawa
Λ8 :“ ApJ1` πApK – ApJT1, T2, . . .K,
alge`bre qui est de dimension infinie, alors que par contraste, l’alge`bre d’Iwasawa classique
ZprrZ
ˆ
p ss n’a que dimension 2.
De plus, quitte a` prendre une extension de Ap qui contienne les points de p
n-torsion du
module de Hayes, on voit que les fonctions sur la tour d’Igusa contiennent toutes les formes
modulaires de niveau K1pp
nq.
Soit Λ l’alge`bre d’Iwasawa de Aˆp , qu’on de´compose comme un produit d’alge`bres locales :
Λ –
ź
Z
pqd´1qZ
Λ8.
Cet espace de poids en main, on peut alors appliquer la machinerie de [Hid02] et obtenir le
re´sultat suivant, que nous voyons comme un analogue du the´ore`me de controˆle vertical de
Hida dans le cadre classique :
The´ore`me (Thm. 3.15). On a :
— un espace de formes modulaires p-adiques V muni d’un projecteur ordinaire ;
— un module de familles de Hida de formes modulaires de Drinfeld M de type fini sur Λ et
libre sur Λ8 telle que, si k est assez grand, on re´cupe`re l’espace des formes modulaires
ordinaires de poids k via un isomorphisme :
MbΛ,k O
–
ÝÑMordk
qui est e´quivariant pour l’action de l’alge`bre de Hecke engendre´e par les Tg et Uπ.
Comme notre module est libre sur Λ8, on a aussi des fantasmagoriques formes modulaires
de poids pk1, k2, . . .q P Z
N
p sans correspondants classiques.
En rang 2, on retrouve les poids classiques pour les formes modulaires p-adiques de [Vin10,
Gos14] et on obtient aussi les formes modulaires ge´ome´triques p-adiques de [Hatb].
Une fois obtenue la the´orie de Hida i.e., les familles de formes modulaires de pente ze´ro,
naturellement l’e´tape suivante est de chercher a` construire les familles de pente finie. Mais
l’espace adique associe´ a` Λ8 n’a pas force´ment de bonnes proprie´te´s ge´ome´triques, car l’ide´al
qui de´finit la topologie n’est pas d’engendrement fini. Utilisant le plongement de Λ8 dans
CpZp, Apq induit par par la fle`che r1` zs ÞÑ ps ÞÑ p1` zq
sq, on de´finit un anneau Λ` tel que :
Λ8 Ă Λ
` Ă Λ8r1{πs.
L’espace adique W associe´ a` Λ` a, quant a` lui, des bonnes proprie´te´s ge´ome´triques : c’est
essentiellement une boule rigide en une infinite´ de variables. Malheureusement, on n’arrive pas
a` construire des faisceaux de formes modulaires de Drinfeld de poids κ pour tous les points κ
de W car la plupart des caracte`res sont bien loin d’eˆtre analytiques. On arrive quand meˆme
a` de´finir des faisceaux surconvergents ωs sur Mnpvq (un voisinage strict du lieu ordinaire)
pour tout s dans Zp plutoˆt, et variant continuˆment avec s. On a donc un faisceau ω
suniv sur
Mnpvq ˆ Zp. On observe que ses sections globales forment un module orthonormalisable sur
CpZp, Apr1{πsq, et on peut utiliser la machinerie de Buzzard pour conclure le the´ore`me suivant.
The´ore`me (Thm. 4.20). (1) Il existe une varie´te´ spectrale Z Ñ Zp qui est plate, localement
quasi-finie, partiellement propre sur Zp, et parame`tre les inverses des valeurs propres de
Uπ sur le module des familles continues des formes surconvergentes.
(2) Il existe une varie´te´ de Hecke C Ñ Z qui parame`tre les syste`mes de valeurs propres
de l’alge`bre de Hecke sur le module des familles des formes surconvergentes, et qui de
surcroˆıt est finie sur Z.
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En particulier, ce the´ore`me nous dit que si f est une forme modulaire de Drinfeld propre
pour Uπ et de pente finie, alors a` extension finie pre`s de l’alge`bre des fonctions continues
CpU,Oq, il existe une fonction F sur U Ă Zp tel que F psq est une valeur propre pour Uπ dans
l’espace des formes surconvergentes de poids s, voir Cor. 4.21 pour un e´nonce´ pre´cis.
Dans la dernie`re section, nous traitons la classicite´ des formes surconvergentes de petite
pente. Utilisant la me´thode des se´ries de Kassaei [Kas06], nous de´montrons le the´ore`me sui-
vant :
The´ore`me (Cor. 5.10). Soit f une forme modulaire de Drinfeld de poids k, surconvergente
et propre pour Uπ de pente ă k ´ r ` 1. Alors f est une forme de Drinfeld classique i.e.,
f P H0pMn,drap, ω
bkq,
ou` Mn,drap est la varie´te´ modulaire de Drinfeld de niveau Kpnq XK0ppq sur Or1{πs.
Beaucoup de questions inte´ressantes inspire´es d’analogues classiques restent encore ou-
vertes, en particulier :
— The´orie de Hida : controˆle horizontal. Peut-on de´velopper une the´orie de Hida pour les
formes modulaires de Nebentypus en p ? En particulier, peut-on ame´liorer les re´sultats
de [Mar07] en prouvant un the´ore`me de controˆle horizontal ?
— E´tude des pentes a` la Gouveˆa-Mazur. Des calculs re´cents de Bandini–Valentino [BVa,
BVb] et Hattori [Hatc] ont sugge´re´ une grande re´gularite´ dans la distribution des pentes
de UT quand A “ FqrT s, et Hattori a prouve´ une conjecture dans le style de Gouveˆa et
Mazur en rang 2 [Hata]. Peut-on ge´ne´raliser ce re´sultat en rang supe´rieur ?
— Optimalite´ en pente finie. En particulier, peut-on dire si les fonctions continues qui pa-
rame`trent les syste`mes de valeurs propres pour les ope´rateurs de Hecke qu’on a construit
en pente finie positive appartiennent ou pas a` (une extension de) Λ` ou de Λ8 ?
— Classicalite´ en pente infinie. Contrairement aux formes modulaires sur Q, il y a des
formes modulaires de Drinfeld classiques de niveau iwahorique et de pente infinie. Y
a-t-il un crite`re pour distinguer les formes modulaires de Drinfeld classiques de pente
infinie de celles qui sont purement π-adiques ?
2. La varie´te´ de Drinfeld et ses formes modulaires
On fixe une courbe lisse et projective X sur Fp et un point 8 P X ; soit Fq :“ H
0pX,OXq
le corps de fonctions constantes de X. On de´note par A :“ H0pXz t8u ,OXq les fonctions
re´gulie`res sur A, par F son corps de fonctions, par F8 le comple´te´ de F par rapport a` 8, et
par C8 la cloˆture alge´brique de F8. Soit aussi pA :“ śpAp, ou` p est un ide´al premier de A.
Pour chaque p, on de´note le corps re´siduel de Ap par κp.
2.1. Rappels sur les modules et formes modulaires de Drinfeld. Soit r un entier et
S un sche´ma sur A. Suivant Pink [Pin13], on de´finit :
De´finition 2.1. Un module de Drinfeld ge´ne´ralise´ de rang ď r sur un sche´ma S est un couple
pE,ϕq ou` :
— E est un sche´ma en groupe sur S muni d’un morphisme somme Ga ˆ E ÝÑ E qui
est localement isomorphe au sche´ma en groupe additif Ga muni du morphisme Ga ˆOS
Ga,S ÝÑ Ga,S ;
— ϕ est un morphisme d’anneaux
ϕ : A ÝÑ EndpEq, a ÞÑ ϕa “
ÿ
i
ϕa,iτ
i,
tel que ϕa,i P ΓpS,E
1´qiq satisfaisant
(1) la de´rive´e dϕ : a ÞÑ ϕa,0 co¨ıncide avec le morphisme structurel A ÝÑ ΓpS,OSq ;
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(2) au-dessus de tout point s P S, le morphisme ϕ de´finit un module de Drinfeld de rang
rs ě 1 ;
(3) pour tout a P A et i ą r degpaq, on a ϕa,i “ 0.
Un module de Drinfeld de rang r ě 1 est un module de Drinfeld ge´ne´ralise´ de rang
ď r tel que (2) est remplace´ par
(2’) au-dessus de tout point s P S, le morphisme ϕ de´finit un module de Drinfeld de rang
rs “ r ;
Par abus de notation, on n’utilisera que le symbole ϕ pour repre´senter un module de
Drinfeld. Si S “ SpecpRq et pE,ϕq est un module de Drinfeld sur S, on dira plutoˆt que pE,ϕq
est un module de Drinfeld sur R.
On de´finit le sche´ma en groupes de la n-torsion de pE,ϕq comme
ϕrns :“
č
aPn
Kerpϕaq.
De´finition 2.2. Soit n un ide´al de A et S un sche´ma sur A ; on de´finit une structure de niveau
n sur un module de Drinfeld E de rang r par un morphisme de A-sche´ma en groupes sur S :
α : pn´1{AqrÝÑϕrns
qui identifie
ř
αpiq avec le diviseur de Cartier sur E associe´ a` ϕrns. Si n est inversible dans
S, alors une structure de niveau n est tout simplement un isomorphisme
α : pn´1{Aqr
–
ÝÑ ϕrns
Remarque 2.3. Quand S “ SpecpKq pour K un corps, on peut trouver un polynoˆme ϕnpτq
dans K tτu tel que Erns – Kerpϕnq [Gos96, Def. 4.4.4].
On peut de´finir le proble`me de modules suivant :
Mn : tA-alge`bres Su Ñ
"
classes d’isomorphisme des couples pϕ,αq ou`
ϕ est un module de Drinfeld et α une structure de niveau n
*
.
Si on suppose que n est un produit d’au moins deux ide´aux premiers distincts, on a le the´ore`me
suivant duˆ a` Drinfeld :
The´ore`me 2.4. Le foncteur Mn a les proprie´te´s suivantes :
— Il est repre´sente´ par un sche´ma qu’on note e´galement Mn ;
— Le sche´ma Mn est affine, lisse sur Arn
´1s et de dimension relative r ´ 1 sur A ;
— Si m contient n alors le morphisme d’oubli Mm Ñ Mn est fini et plat ; de plus, il est
e´tale en dehors de mn´1.
La varie´te´ Mn est munie de sa famille de modules de Drinfeld de rang r universelle pE , ϕq.
Pour tout ide´al n de A, on de´finit
Kpnq :“ Ker
´
GL2p pAq Ñ GL2pA{nq¯
et l’on dit que un sous-groupe K de Kpnq est fin s’il existe un ide´al premier q tel que l’image
de K dans GL2pA{qq est unipotente.
De´finition 2.5. Un plongement ouvert Mn ãÑ Mn de Arn
´1s-sche´mas est appele´e compac-
tification minimale ou de Satake(–Baily–Borel) de Mn si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :
(1) Le sche´ma Mn est une varie´te´ normale, inte`gre et projective sur Arn
´1s ;
(2) La famille de modules de Drinfeld pE , ϕq s’e´tend a` une famille de modules de Drinfeld
ge´ne´ralise´s “faiblement se´parante” sur Mn.
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The´ore`me 2.6. Il existe une compactification de Satake de Mn sur Arm
´1s, unique a` unique
isomorphisme pre`s, pour m contenant n ; de plus, elle est plate. Si n “ ptq, on peut aussi choisir
m “ n.
De´monstration. Une telle compactification est construite sur F par Pink [Pin13] ; il nous
reste a` de´montrer qu’on peut e´tendre sa compactification a` Arn´1s. On commence par le cas
A “ Fqrts et n “ ptq. La meˆme construction de [Pin13, §7] nous donne Mptq sur Fqrt, t
´1s
(la seule proprie´te´ dont on a besoin est qu’une structure de niveau pT q est donne´e par un
isomorphisme de ϕrT s avec Frq), qui est plate car obtenue par localisation de P
r´1, qui est
plat sur la base. On peut ensuite continuer comme dans la de´monstration de [Pin13, Thm.
4.2] : on choisit un e´le´ment t P n et on construit la compactification de Satake pour A “ Fqrts
et niveau ptq. On utilise donc les lemmes 4.3, 4.4 et 4.5 de loc. cit., qui n’utilisent que le
fait que la structure de niveau est donne´e par α : pn´1{Aqr
–
ÝÑ ϕrns, pour descendre la
compactification au quotient. 
En particulier, on a sur Mn un faisceau ω de´fini via le dual de l’alge`bre de Lie de pE , ϕq.
On de´finit donc les formes modulaires de Drinfeld de poids k et niveau n :
Mk :“ H
0pMn, ω
bkq.
Par la suite, il sera pratique de poser :
T :“ IsompOMn , ωq.
C’est imme´diat de ve´rifier que T est un GL1-torseur et que ω
k “ OT rks.
2.2. La varie´te´ modulaire de Drinfeld modulo p. On fixe maintenant un ide´al premier
p de degre´ d, qu’on suppose relativement premier au niveau n (suppose´ principal).
Lemme 2.7. Soit pE,ϕq un module de Drinfeld de rang r sur un corps K et R un sous-anneau
de K, re´gulier et local. Alors ϕrns “ Kerpϕpq pour ϕp un polynoˆme dans R tτu.
De´monstration. Par le remarque 2.3 on sait que ϕn divise ϕa dans FK tτu, pour tout a dans
n. Comme R est un anneau re´gulier et local, on a dispose du lemme de Gauß, donc une
factorisation sur K tτu d’un polynoˆme primitif se rele`ve a` R tτu. 
On s’inte´resse au cas ou` K est une extension finie de A{p. Par simplicite´, pour tout sche´ma
Y sur Appq on utilisera la notation Y1 pour indiquer Y ˆ SpecpA{pq. On sait que ϕrps est
un module fini et plat de rang qrd. Le lemme suivant permet de commencer a` analyser sa
structure :
Lemme 2.8. Soit pE , ϕq le module de Drinfeld universel sur K une extension finie de A{p. On
a alors
ϕπ “ ϕπ,dhτ
dh ` ¨ ¨ ¨
pour h ě 1.
De´monstration. Cf. [Gos96, Proposition 4.5.7]. 
L’entier h est appele´ la hauteur de ϕrps.
Proposition 2.9. Soit pE,ϕq un module de Drinfeld de rang r. Les assertions suivantes sont
e´quivalentes :
(a) Le module de Drinfeld a hauteur h.
(b) |ϕrpspFqq| “ q
dpr´hq.
(c) Les pentes du polygone de Newton de ϕrps sont 0 avec multiplicite´ r ´ h et 1{h avec
multiplicite´ h.
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De´monstration. C’est une conse´quence directe de la de´composition du module de Dieudonne´
de ϕrps donne´e dans [Lau96, Proposition 2.4.6]. 
De´finition 2.10. Un groupe p-divisible (ou p-Barsotti–Tate) est un Fqd-sche´ma en Ap-modules
qui est limite directe de Fqd-sche´ma en Ap-modules finis
G “ pG1
i1ÝÑ G2
i2ÝÑ ¨ ¨ ¨ q
tel que pour tout n ě 1 les proprie´te´s suivantes sont vraies :
(i) comme sche´ma en Fqd-espaces vectoriels, Gn se plonge dans G
N
a , pour un entier N
convenable ;
(ii) comme sche´ma en Fqd-espaces vectoriels, la dimension de Gn est nr, pour r qui ne
de´pends pas de n et qui est appelle´ le rang de G ;
(iii) la suite
0 ÝÑ Gn
inÝÑ Gn`1
πn
ÝÑ Gn`1
est exacte.
Soit G un groupe p-divisible de dimension 1 et rang r, tronque´ d’e´chelon 1, et DpGq son
module de Dieudonne´. C’est un A{p-espace vectoriel de dimension r muni d’un Frobenius
F et d’un Verschiebung V tels que FV “ V F “ 0. De plus, on a que DpGq{F pDpGqq est
un espace vectoriel sur A{p de dimension 1. On fixe un espace vectoriel N de dimension r
avec un sous-espace vectoriel L de dimension r ´ 1. On fixe aussi C‚, un drapeau complet
0 “ C0 Ĺ C1 . . . Ĺ Cr´1 “ L. Soit
f : pN,Lq Ñ pDpGq, F pDpGqqq
un isomorphisme d’espaces vectoriels qui envoie L dans F pDpGqq. La position de F pDpGqq par
rapport au drapeau C‚ donne un e´le´ment w de Sr´1zSr qui est inde´pendent du choix de C‚
et f [Moo01, §3].
On explicite le repre´sentant w : il y a un seul indice i “ ipwq tel que dimpF pDpGqq XCiq “
dimpF pDpGqq X Ci´1q, et w est la permutationˆ
1 ¨ ¨ ¨ i´ 1 i i` 1 ¨ ¨ ¨ r
1 ¨ ¨ ¨ i´ 1 r i ¨ ¨ ¨ r ´ 1
˙
.
La longueur lpwq est inde´pendante du choix de w et peut eˆtre facilement calcule´e par la
formule :
lpwq “
ÿ
j‰i
j ´wpjq.
On a ipwq “ h, donc le cas supersingulier correspond a` ipwq “ r et w “ id.
Soit p-BT 1 l’espace des modules des groupes p-divisibles de dimension 1 et rang r, tronque´
en e´chelon 1. Par la remarque qui pre´ce`de on a une fle`che de p-BT 1 vers Sr´1zSr. On peut
donc de´montrer les analogues de [Moo04, Theorem 2.1.2] et [Oor99, Theorem 6.10] :
The´ore`me 2.11. Soit Mn,p la fibre spe´ciale en p. Le fle`che naturelle qui envoie un module de
Drinfeld dans sa p-torsion induit un morphisme lisse et plat Mn,p Ñ p-BT 1. Composant avec
la fle`che dans Sr´1zSr, on obtient une stratification
Mn,p “
ğ
w
Mn,pw
La strate Mn,pw est de dimension lpwq.
De´monstration. Le point crucial pour l’application effective de la me´thode de Moonen est de
montrer que la strate de dimension minimale, ici supersingulie`re, est non-vide. C’est toujours
le cas pour les varie´te´s modulaires de Drinfeld comme il est bien connu car la cardinalite´
de la strate supersingulie`re est un nombre de classes, voir par exemple [Gek91, Thm. 4.3],
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mais aussi [Gek90], [Gek92] et plus re´cemment [YY04]. Comme Drinfeld a prouve´ la lissite´ du
morphisme dans [Dri74, Sect.4], la non-vacuite´ des autres strates en de´coule par la strate´gie de
Moonen, ainsi que la formule de dimension (que Moonen prouve en ge´ne´ral sous l’hypothe`se
de non-vacuite´ que dans notre cas Gekeler a ve´rifie´e). 
Corollaire 2.12. Il y a une seule strate de dimension maximale, qui correspond au cycle w de
longueur r. C’est la strate ordinaire que l’on note dore´navant Mordn,1 .
On a besoin du lemme suivant pour e´tudier les modules de Drinfeld ordinaires :
Lemme 2.13. A` isomorphisme pre`s, il y a un seul groupe p-divisible de dimension 1 et rang 1
qui correspond a` la p8-torsion d’un module de Hayes [Gos96, §7.2].
De´monstration. On remarque que pour un groupe p-divisible d’e´chelon 1, c’est une conse´quence
du the´ore`me 2.11 pour r “ 1. Plus ge´ne´ralement, c’est la meˆme preuve que [LT66] ; voir par
exemple [HG94, §12]. 
Supposons pour l’instant que ppq soit principal ; soit pE , ϕq le module de Drinfeld universel
de rang r et ϕp un polynoˆme tel que ϕrps “ Kerpϕpq. Modulo p, on peut l’e´crire :
ϕppτq “ adτ
d ` . . . ` adrτ
dr.
Par la proposition 2.9 et le Corollaire 2.12, on voit que ad donne une section non-nulle de
ωbq
d´1 pour tous les points dans le lieu ordinaire. En ge´ne´ral, il n’est pas clair que l’on puisse
trouver un seul polynoˆme pour de´finir ϕrps sur tout Mn,p. Donc on choisit un e´le´ment π P A
de norme qd
1
tel que p “ πAppq.
Lemme 2.14. Soit
ϕπ ” adτ
d ` . . .` adrτ
d1r mod p;
pour tout x dans Mordn,p on a que adpxq ‰ 0, et pour x dans Mn,pzM
ord
n,p on a adpxq “ 0.
De´monstration. En effet, on peut de´composer la π-torsion
ϕrπs “ ϕrps ˆ ϕrn1s,
pour n1 un ide´al premier a` p. Si x est un point ordinaire, alors |ϕrπspFqq| “ q
dpr´1qqpd´d
1qr, ce
qui force ad a` eˆtre non-nul ; si x n’est pas ordinaire, alors |ϕrπspFqq| ă q
dpr´1qqpd´d
1qr, ce qui
force ad a` eˆtre nul. 
De´finition 2.15. Soit π une uniformisante de Ap. On de´finit Ha P H
0pMn,p, ω
bqd´1q, l’invariant
de Hasse pour Mn,p, comme e´tant le coefficient ad de ϕπ modulo p.
Il est clair que l’invariant de Hasse de´pend du choix de π, mais par le lemme qui pre´ce`de,
son lieu d’annulation est inde´pendant de π. Par un inoffensif abus de notation, on appelle aussi
invariant de Hasse son prolongement naturel a` Mn,p. On remarque que l’invariant de Hasse
se rele`ve e´videmment a` toute la varie´te´ modulaire Mn ; on de´notera par ĂHa son rele`vement.
Lemme 2.16. Le lieu de non-annulation de Ha est un sous-sche´ma ouvert et affine de Mn,p
note´ M
ord
n,p . De plus, le lieu d’annulation de Ha est re´duit.
De´monstration. Le lieu de non-annulation est affine car Ha est une section globale d’un fibre´
en droite sur un sche´ma projectif.
Pour de´montrer le deuxie`me point, il suffit de ve´rifier qu’il n’y a que des ze´ros simples dans
la strate Mn,pw, pour w telle que ipwq “ 2 (qui est non-vide car le lieu d’annulation de Ha est
une hypersurface). Soit donc x un point de pMn,pqwpκpq.
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La me´thode de Moonen de´ja` utilise´e dans la preuve du the´ore`me 2.11 nous dit que le
module de Dieudonne´ d’une de´formation infinite´simale du p-Barsotti–Tate associe´ a` x a pour
Frobenius (dans une base opportune) la matrice¨
˚˚˚
˚˝˚
0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
1 ´X 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 1 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 0
. . . 0
0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1
˛
‹‹‹‹‹‚.
Il suffit donc d’identifier la line´arisation de l’action du Frobenius avec la multiplication par
l’invariant de Hasse. Mais si π est tel que vppπq“ 1 on voit, exactement comme dans la preuve
de [Lau96, Lemma 2.5.4], que l’action de π sur le module de Dieudonne´ se factorise par le
Frobenius (car le Frobenius co¨ıncide avec τd). On se restreint donc au sous-module engendre´
par les deux premiers vecteurs de la base ; si a1dpxq “ 0 alors π agit comme le carre´ du
Frobenius, ce qui implique alors vppπq ě 2, d’ou` la contradiction. 
Un point de M
ord
n,p zM
ord
n,1 est un module de Drinfeld ge´ne´ralise´, dont la p
8-torsion est une
extension d’une partie connexe de Ap rang 1 et une partie e´tale de rang 0 ď r
1 ă r.
En ge´ne´ral, par tire´-en-arrie`re, on peut de´finir le lieu ordinaireM
ord
n,m dansM
ord
n ˆSpecpA{p
mq.
On de´finit donc un sche´ma formel M
ord
n :“ limÐÝmM
ord
n,m.
3. The´orie de Hida
Dans cette section, on fixe une extension O finie et non-ramifie´e de Ap suffisamment grande.
3.1. La tour d’Igusa et les formes modulaires p-adiques. On fixe une fois pour toutes
un groupe de p-Barsotti–Tate de dimension 1 et hauteur 1 sur Ap qu’on appelle CH (d’apre`s
Carlitz et Hayes), on fixe aussi une diffe´rentielle invariante dz pour CH. On a vu dans la
section pre´ce´dente que la partie connexe du p-Barsotti-Tate Erp8s d’un module de Drinfeld
sur κp est isomorphe a` CH. On peut donc de´finir, suivant Hida [Hid02], un sche´ma formel
qu’on appelle la tour d’Igusa. Plus pre´cise´ment, soit pE
ord
, ϕq le tire´-en-arrie`re du module de
Drinfeld ge´ne´ralise´ sur le lieu ordinaire. On de´finit :
Ign,m :“ limÐÝ
m
limÝÑ
n
Isom
M
ord
n,m
pϕrpns˝,CHrpnsq,
Ig :“Isompϕrp8s˝,CHq “ limÐÝ
m
limÝÑ
n
Ign,m.
Le sche´ma formel Ig est un pro-reveˆtement e´tale du lieu ordinaireM
ord
n de groupe de Galois
Aˆp . On a une fle`che naturelle :
HT : Ig Ñ T ˆMrn
M
ord
n
γ ÞÑ p1 ÞÑ γ˚dzq
.
Cette fle`che nous permet de voir les formes modulaires de Drinfeld comme fonctions sur la
tour d’Igusa. En fait, pour tout n P N, on a la fle`che
H0pMn ˆ SpecpO{p
mq, ωbkq Ñ OIgn,m .(1)
Il est donc naturel de de´finir ces deux espaces de formes modulaires p-adiques :
V :“ limÐÝ
m
limÝÑ
n
OIgn,m et V :“ limÝÑ
m,n
OIgn,m .
L’espace V est muni de la topologie profinie et l’espace V de la topologie discre`te. Comme
l’action de Aˆp est continue pour ces deux topologies, ce sont des modules pour l’alge`bre
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Λ8 :“ OJA
ˆ
p K, respectivement compact et discret. Comme A
ˆ
p est topologiquement engendre´
par un nombre infini de variables, on a l’isomorphisme
Λ – O
„
Z
pqd ´ 1qZ

JT1, T2, . . .K,
ou` on fait correspondre a` chaque Ti` 1 un ge´ne´rateur 1` zi de 1` πAp. Ces deux espaces ne
contiennent pas seulement les formes de poids k et niveau premier a` p, mais plusieurs formes
avec niveau en p tre`s profond (quitte a` prendre une extension de Ap assez ramifie´e). Soit Pk
le noyau du morphisme O-line´aire de´finit comme suit sur les monoˆmes :
rks : Λ8 ÝÑ O
z ÞÑ zk
.
On peut voir Λ8 comme un sous-anneau des fonctions continues de Zp vers O ; plus
pre´cise´ment on rappelle que par le the´ore`me de Mahler toute fonction continue f sur Zp
peut s’e´crire comme une se´rie
fpsq “
8ÿ
j“0
ajpfq
ˆ
s
j
˙
,
ou`
`
s
n
˘
sont les coefficients binoˆmiaux polynoˆmiaux en s. On a le morphisme d’alge`bres :
(2)
OJ1` πApK ÝÑ CpZp,Oq Ă O
“`
s
1
˘
,
`
s
2
˘
, . . .
‰
1` z ÞÑ p1` zqs “
ř8
j“0
`
s
j
˘
zj
.
On remarque que les polynomes sont denses dans les fonctions continues sur Aˆπ [dS16,
Corollary 1.4] ; on en deduit que les ideaux Pk sont Zariski denses dans Λ8 et que le morphisme
ci-dessus est injectif.
Remarque 3.1. A priori Λ8 est un anneau topologique pour la topologie induite par l’ide´al
maximal. Si l’on impose sur CpZp,Oq la topologie π-adique induite par la valuation vπpfpsqq “
minsPZpvπpfpsqq, le morphisme d’alge`bres ci-dessus est continu. Dans CpZp,Oq, on voit que π
divise l’image de Ti maiscette divisibilite´ ne pas valable dans Λ8.
On donne deux lemmes tre`s utiles :
Lemme 3.2. Pour tout poids k, on a
H0pM
ord
n,m, ω
kq “
ď
l
H0pMn,m, ω
bk`lpqd´1qq
Hal
.
De´monstration. Il suffit de remarquer que le faisceau ωq
d´1 est trivialise´ par Ha surM
ord
n,m. 
Lemme 3.3. Pour tout poids k, on a le changement de base
H0pM
ord
n,m, ω
kq “ H0pM
ord
n , ω
kq bO{pm.
De´monstration. Soit π une uniformisante de O ; on a une suite exacte de faisceaux
0 ÝÑ ωk
ˆπ
ÝÑ ωk ÝÑ ωk bAp{p
m Ñ 0.
Pour conclure, il suffit de prendre la suite exacte longue en cohomologie et d’utiliser que ωk
est un faisceau cohe´rent sur un sche´ma affine. 
On a la proposition suivante, a` comparer avec [Hid02, Corollary 2.3].
Proposition 3.4. La fle`che naturelle à
k
Mk Ñ V
a image dense.
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De´monstration. Soit Mn la varie´te´ de Drinfeld compactifie´e sur O. Comme Mk est de type
fini sur O, on a la suite exacte suivante
0Ñ H0pM n, ω
kq bO{pm Ñ H0pM n,m, ω
kq Ñ H1pM n, ω
kqrpms Ñ 0.
Mais le terme de droite est fini, car H1pMn, ω
kq est un module de type fini. Donc on a
limÐÝ
m
H0pMn, ω
kq bO{pm Ñ H0pMn, ω
kq
et il suffit de de´montrer que tout f P OIgn,m est image d’une forme classique pour m assez
grand.
Comme les fonctions alge´briques sur 1` pAp sont denses dans les fonctions analytiques, on
a que chaque f P OIgn,m est une somme de fκ, pour κ un caracte`re de 1`pAp dans C
ˆ
p du type
z ÞÑ zκ, avec κ in Zp. Chaque fκ est donc une section de ω
κ sur M
ord
n,m et on a vu qu’on peut
l’e´crire comme g{Hal. On multiplie au nume´rateur et au de´nominateur fκ par une puissance
de l’invariant de Hasse assez grande pour que Hal
1
soit identiquement 1 sur OIgn,m , et on
obtient fκ “ gHa
l1´l{Hal
1
“ gHal
1´l qui est une forme modulaire de Drinfeld classique. 
Corollaire 3.5. L’espace V co¨ıncide avec l’espace des formes modulaires de Drinfeld p-adiques
de [Hatb, 4.6] en rang 2.
3.2. L’ope´rateur Uπ. Pour toute matrice g dans GLrp pAq et niveau K, suivant [Pin13, Pro-
position 4.11], on peut de´finir un morphisme fini
Jg :Mg´1Kg ÑMK .
Comme dans [Pin13, (6.9)], on de´finit donc l’ope´rateur de Hecke
T˝g : H
0pMK , ω
bkq Ñ H0pMK , ω
bkq,
comme une double classe rKgKs. Explicitement,
T˝gf “
ÿ
g1PgKg´1zK
J˚g1f.
On s’inte´resse au cas ou` g est la matrice diagonale r1, π, . . . , πs. Il faut conside´rer deux cas de
figure : le premier est quand le niveau K est premier a` p ; dans ce cas, on a un ope´rateur T˝π.
Le deuxie`me est quand K “ K0ppq ou K “ K0ppq ou` :
K0ppq :“
"
g P GLrp pAq|g ”
ˆ
˚1ˆ1 ˚1ˆpr´1q
0 ˚pr´1qˆpr´1q
˙
mod p
*
;
K1ppq :“
"
g P GLrp pAq|g ”
ˆ
1 ˚1ˆpr´1q
0 ˚pr´1qˆpr´1q
˙
mod p
*
;
dans ce cas on a un ope´rateur U˝π. On va montrer qu’un ope´rateur Uπ peut eˆtre de´fini meˆme
sur la varie´te´ sans niveau en p, quitte a` se restreindre au lieu ordinaire.
En fait, sur le lieu ordinaire, on peut de´finir une correspondance
Mordn
p1ÐÝ Cv
p2ÝÑMordn
ou` :
— les points de Cv sont des couples px,Hq pour x P M
ord
n et H un sous-groupe e´tale de
ϕxrps qui est un supple´mentaire de ϕrps
˝ ;
— p1px,Hq “ x ;
— p2px,Hq “ x
1, pour x1 tel que pEx1 , ϕq “ pEx{H,ϕq.
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La projection p1 est un morphisme fini et e´tale (car on quotiente par un sous-groupe e´tale) ;
la projection p2 est un isomorphisme.
On peut donc de´finir l’ope´rateur
Uπpfqpx, γq :“
1
πr´1
ÿ
H
fpp2px,Hq, γ
1q, f P OIg ˆM
ord
n .
La structure de niveau γ1 est de´finie naturellement par composition, cf. [Hid02, pp. 36] (elle
de´pend quelque peu du choix de l’uniformisante π).
Lemme 3.6. L’ope´rateur Uπ est bien de´fini sur OIgn,m ; de plus, il envoie OIgn,mrks vers
OIgn´1,mrks.
De´monstration. Pour montrer qu’il s’e´tend au bord, on remarque que sur OIg0,m l’ope´rateur
Uπ co¨ıncide, au facteur de normalisation pre`s, avec l’ope´rateur U
˝
π de´fini par Pink :
U˝πpfqpx, γq :“
ÿ
g1PgK0ppqg´1zK0ppq
J˚g1fpxq,
pour g “ r1, π, . . . , πs.
On de´finit donc
Uπpfqpx, γq :“
1
πr´1
ÿ
g1
fpJ´1g1 pxq, γ
1q, f P OIg.
pour g1 dans r1, π, . . . , πsK0ppqr1, π, . . . , πs
´1zK0ppq et
Jg1 :Mg1´1Kpnqg1 ÑMn.
Fibre-par-fibre sur l’ouvert Mordn , l’isoge´nie universelle est donne´e par yi ÞÑ y
qd
i `πyi, pour
i “ 1, . . . , r ´ 1 et la trace de yj´1i est soit ze´ro pour j ‰ q, soit pour j “ q
d la trace de la
matrice de termes diagonaux r0,´π, . . . ,´πs, et donc de trace p1 ´ qdqπ, donc l’image de la
trace est contenue dans l’ide´al engendre´ par πr´1.
De plus, l’ope´rateur ainsi de´fini envoie OIgn,mrks sur OIgn´1,mrks par le meˆme argument que
dans [Pil12, dernie`re ligne de la preuve de la prop. 5.3], cf. [Hid02, Eq. (2.7), p.18].

Remarque 3.1. En fort contraste avec la the´orie classique, on ne s’inte´resse ici qu’a` un seul
ope´rateur de Hecke en p. Ceci est duˆ au fait que le polynoˆme de Hecke se factorise comme
Xr´1pX ´ apq, car tous les autres coefficients sont divisibles par la norme de p qui est nulle
dans A, et par conse´quent il y a au plus une seule racine non-nulle.
On peut voir que Tπ est induit aussi par une correspondance
Mn
p1ÐÝ Cp
p2ÝÑMn
qui parame´trise les sous-groupes de rang r ´ 1 de la p-torsion d’un module de Drinfeld. On
peut donc e´crire
Tπ : H
0pMn, ω
bkq Ñ H0pCp, p
˚
2ω
bkq
ιpkq
ÝÑ H0pCp, p
˚
1ω
bkq
1
pir´1
Trace
ÝÑ H0pM n, ω
bkq,
ou` ιpkq est l’isomorphisme (de´fini seulement sur Fp !) entre p
˚
2ω
bk et p˚1ω
bk.
Lemme 3.7. Si k ě r, alors on a Tπ ” Uπ mod p. En particulier, Tπ pre´serve la structure
entie`re.
De´monstration. On peut calculer explicitement les matrices qui interviennent dans la de´compo–
sition des doubles classes associe´es a` Tπ et Uπ comme dans [Hid95, pp. 467-468] ; on donnera
plutoˆt une preuve ge´ome´trique.
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On va montrer que Tπfpxq ” Uπfpxq mod p pour toute forme modulaire de Drinfeld f P
Mk et pour tout x P M
ord
n,1 ; par densite´ du lieu ordinaire, cela suffira. Soit donc H Ă ϕrps,
pour ϕrps la p-torsion du module de Drinfeld associe´ a` x et on suppose que H intersecte le
sous-groupe canonique de ϕrps. Soit ι l’isoge´nie entre pEx, ϕq et pEx{H,ϕq, on e´tudie donc
le morphisme ιpkq entre p˚2ω
bk et p˚2ω
bk en niveau entier. Comme on quotiente par le sous-
groupe canonique, on voit que ι˚p˚2ω est contenu dans πp
˚
1ω et donc ι
˚p˚2ω
bk est contenu dans
πkp˚1ω
bk.
Donc modulo p la somme qui de´finit Tπ porte seulement sur les sous-groupes e´tales, comme
pour Uπ. 
Lemme 3.8. Si k est assez grand (ě rpqd ` 1q suffit), alors Tπfpxq ” 0 mod p pour tout
f PMk et x PMn,pzM
ord
n,p .
De´monstration. Il suffira de montrer la nullite´ pour x un point de pMn,pqwpκpq, pour w la
plus grande strate non-ordinaire. Par le meˆme raisonnement que dans la preuve du lemme
pre´ce´dent, on voit que ι˚p˚2ω
bk est contenu dans πkǫp˚1ω
bk pour un certain 1 ą ǫ ą 0 le degre´
du groupe de p-Barsotti–Tate avec A{p-action de dimension 1 et hauteur 2. ∗ 
Lemme 3.9. Pour tout f PMk on a
Uπpf ¨Haq ” Ha ¨Uπpfq mod p.
De´monstration. Il suffit de remarquer que HapE,ϕq “ HapE{H,ϕq pour pE,ϕq ordinaire et
H e´tale. 
3.2.1. The´ore`me d’inde´pendance du poids et the´ore`me de controˆle vertical. On a maintenant
tous les outils pour se mettre a` pied d’oeuvre et construire la the´orie de Hida pour les formes
modulaires de Drinfeld. On commence par de´finir les formes ordinaires :
De´finition 3.10. Une forme modulaire de Drinfeld p-adique est ordinaire si elle est propre
pour Uπ et la valeur propre correspondante est une unite´ p-adique. Une forme modulaire de
Drinfeld classique est ordinaire si son image par (1) est ordinaire.
On peut remarquer que si Tπf “ aπf avec f de poids supe´rieur ou e´gal a` r et aπ une unite´,
alors f est ordinaire par le lemme 3.7.
Lemme 3.11. Il existe un projecteur ordinaire e :“ limÝÑU
n!
π sur V et V .
De´monstration. Soit f une forme classique dans Mk. Par [Hid93, Lemma 7.2.1] la limite U
n!
π f
existe. Soit f un e´le´ment de V. Par la proposition 3.4 il y a fk1 , . . . , fkj tels que f “
řj
i“0 fki
et on peut donc de´finir la limite Un!π f . 
Soient donc Vord :“ eV et V ord :“ eV les sous-modules des formes modulaires ordinaires.
The´ore`me 3.12. Soit k " 0, on a alors
Mordk “ V rks
ord.
De´monstration. La limite sur m des morphismes (1) est injective. Pour la surjectivite´, soit
f dans V rksord. Si k ě r alors par le lemme 3.7 on a Tπ ” Uπ mod p et f descend a` une
section de ωbk sur M
ord
n ; on voit par le lemme 3.2 que f est une forme classique divise´e par
l’invariant de Hasse. Mais par le lemme 3.8, la multiplication par l’invariant de Hasse induit
un isomorphisme sur les formes ordinaires, donc f est une vraie forme modulaire classique. 
On peut donc de´montrer que le nombre des formes ordinaires de poids fixe´ est borne´
inde´pendamment du poids :
∗. En fait, on peut prendre ǫ “ 1{pqd ` 1q.
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The´ore`me 3.13. Il existe une constante C telle que
rkOM
ord
k ă C
pour tout k ě 0.
De´monstration. Le lemme 3.9 nous dit que la multiplication par l’invariant de Hasse nous
donne une injection
H0pMn,p, ω
bkq
ord
ÝÑ H0pM n,p, ω
bk`qd´1q
ord
.
On de´montre que cette fle`che est surjective. Soit f une forme ordinaire dans H0pMn,p, ω
bkq.
Par le lemme 3.8 on a que f est divisible par Ha si k est assez grand. On a donc pour k assez
grand
H0pMn,p, ω
bkq
ord
– H0pM n,p, ω
bk`qd´1q
ord
.
Par le lemme 3.3 et le the´ore`me 3.12 on peut relever cet isomorphisme sur Ap. 
The´ore`me 3.14. Le module Vord,˚ “ HomAppV
ord, Fp{Apq est de type fini sur Λ, et libre sur
Λ8.
De´monstration. Fixons un caracte`re χ de pA{pqˆ ; par abus de notation, on utilise le meˆme
symbole pour son rele`vement de Teichmu¨ller. Soit dpχq le rang sur O de Vord,˚bχO. Comme
Vord,˚ est discret et limite de modules finis, son dual de Pontryagin est compact et profini.
Par le lemme de Nakayama topologique [BH97, Corollary], on a une fle`che surjective
B : ‘di“1pχqΛ8 ։ V
ord,˚.
Le the´ore`me 3.8 nous dit que BbΛ8,kO est un isomorphisme (ou` k : Λ8 Ñ O est le morphisme
induit par le caracte`re de 1 ` πAp qui envoie z dans z
k). Comme ces caracte`res sont denses
pour la topologie de Zariski, on en de´duit que B est un isomorphisme. Le restant du the´ore`me
suit. 
Soit donc M :“ HomΛpV
ord,˚,Λq le module des familles des formes modulaires de Drinfeld
ordinaires. Le the´ore`me suivant re´sume tout ce qu’on a su prouver jusqu’a` maintenant :
The´ore`me 3.15. On a construit :
— un espace de formes modulaires p-adiques V muni d’un projecteur ordinaire ;
— un module de familles de Hida de formes modulaires de Drinfeld M de type fini sur Λ
et libre sur Λ8 telle que, si k est assez grand (i.e., k ě rpq
d` 1q), on a l’isomorphisme :
MbΛ8,k O
–
ÝÑMordk
qui est e´quivariant pour l’action de l’alge`bre de Hecke engendre´e par les Tg et Uπ.
En particulier, on a une Λ-alge`bre T engendre´e par l’image des ope´rateurs de Hecke Tg dans
EndΛpMq. Cette alge`bre parame´trise les syste`mes de valeurs propres des formes modulaires
ordinaires ; c’est une alge`bre finie sur Λ8.
4. Familles de pente finie
Avant de de´buter la construction des familles en pente finie, on rappelle des de´finitions de
ge´ome´trie adique tire´es de [Hub93, Hub94].
De´finition 4.1. Soit A un anneau topologique ;
— A est adique s’il est complet et s’il existe un ide´al I tel que les tInuně0 forment un
syste`me de voisinage de 0 ;
— A est f-adique s’il contient un sous-anneau A` qui est adique (pour la topologie induite)
et pour lequel on peut choisir l’ide´al I d’engendrement fini ;
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— A est de Tate s’il est f-adique et si de plus il contient une unite´ topologiquement nilpo-
tente ;
— A est uniforme si l’ensemble des e´le´ments a` puissance borne´e est borne´ dans A ;
— un couple pA,A`q avec A de Tate et A` ouvert, borne´, et inte´gralement clos dans A est
appele´ : anneau de Tate affino¨ıde.
Soit pA,A`q un anneau de Tate affino¨ıde. On lui associe un espace adique SpapA,A`q qui
est un espace topologique dont les points sont des (classes d’isomorphismes de) valuations sur
pA,A`q. Il est muni d’un pre´-faisceau pOX ,O
`
Xq.
De´finition 4.2. Soit pA,A`q un anneau de Tate affino¨ıde, X “ SpapA,A`q l’espace adique
associe´ et U un sous-ensemble de X :
— on dit que U est un ouvert rationnel s’il existe s1, . . . , sn, t1, . . . , tn dans A
`, tels que
tiA
` est ouvert et
U “
č
i
tv P X||tjpvq| ď |sipvq| ‰ 0 pour j “ 1, . . . , nu .
— on dit que X est stablement uniforme si OXpUq “ Ax
ti
si
y est uniforme pour tout ouvert
rationnel U .
Remarque 4.3. Par de´finition, tous les points de X sont analytiques, voir [Hub94, §3].
4.1. La the´orie du sous-groupe canonique. Notons Mn la comple´tion formelle de la
varie´te´ modulaire de Drinfeld compactifie´e Mn le long de la fibre en p, et M
rig
n sa fibre
ge´ne´rique.
Notons M
ord
n ĂMn l’ouvert formel ordinaire et M
rig,ord
n sa fibre rigide. Notons
ha :M
rig
n ÝÑ r0, 1s,
la valuation tronque´e de l’invariant de Hasse.
Pour tout v P r0, 1s, soit M
rig
n pvq :“
!
x PM
rig
n ,Hapxq ď v
)
. Le lieu ordinaire M
rig,ord
n est
l’image inverse de t0u, et les
!
M
rig
n pvq
)
vą0
forment un syste`me de voisinages stricts du lieu
ordinaire dans la varie´te´ rigide M
rig
n . Soit Mnpvq un mode`le formel de M
rig
n pvq obtenu en
prenant un ouvert d’un e´clatement admissible de Mn.
The´ore`me 4.4. Soit n ě 1 un entier positif.
(i) Soit v P QX r0, 1s tel que v ă 1
2qdpn´1q
. Sur Mnpvq, la p
n-torsion du module de Drinfeld
ge´ne´ralise´ pE , ϕq a un sous-groupe canonique CE,n de rang 1, dimension 1 et e´chelon n ;
(ii) Pour tout ouvert formel affine SpfpRq de Mnpvq, la line´arisation du morphisme de
Hodge–Tate–Taguchi
HTT : C_
E,n
pRq bR{pnRÑ ωC
E,n
bR{pnR
a co-noyau tue´ par πw, pour tout w P Qą0 tel que w ě
v
qd´1
.
De´monstration. (i) On se rame`ne en effet a` l’e´tude du Ap-module de Drinfeld ge´ne´ralise´
formel associe´ a` pE , ϕq, comme de´fini par [Ros03, §4] (il faut remarquer que la de´finition
n’utilise pas que le rang du module est fixe´), et donc au polygone de Newton de la se´rie
associe´ a` ϕπpXq ; exactement les meˆmes calculs explicites que dans Katz [Kat73, §3.7-
3.10] (cf. [Kas04, §10] qui traite les modules stricts) s’appliquent dans notre situation.
On commence par se re´duire au cas ou` la loi de groupe est telle que φζpZq “ ζZ pour
tout ζ P Fˆ
qd
graˆce a` [Haz78, Theorem 21.5.6]. † On change donc la variable du Ap-module
†. Voir [KS, Sec. 3.2] pour un re´sultat donnant explicitement la se´rie gpXq du changement de base. Notons
d’ailleurs que gpXq ” ´X mod X2.
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de Drinfeld ge´ne´ralise´ formel et on e´crit
ϕπpZq “ πZ ` adZ
qd ` ¨ ¨ ¨ .
On peut donc travailler localement i.e., sur SpfpRq, pour R une O-alge`bre plate et
comple`te pour la topologie π-adique. Pour l’existence d’un sous-groupe canonique, il
est ne´cessaire que pqd, vπpadqq soit un point de rupture du polygone de Newton. Une
condition suffisante est que la pente de la droite entre p1, 1q et pqd, vπpadqq soit plus
petite que la pente entre p1, 1q et pq2d, vπpa2dqq, et cette deuxie`me pente est minimale
quand vπpa2dq “ 0, voir la Figure 1 ci-bas. On a donc
1´ vπpadq
1´ qd
ă
1
1´ q2d
qui implique vπpadq ă
qd
1`qd
. Les meˆmes calculs que dans [Kas04, Lemma 10.2] donnent
donc un sous-groupe canonique dont la formation commute au changement de base. Si
π est nilpotent dans R, on proce`de comme dans [Kas04, §10] : on construit CE,1 comme
le tire´-en-arrie`re de CE,1{SpfpR1q
, pour SpfpR1q un ouvert de Mnpvq qui contient l’image
de SpfpRq. Donc on peut e´crire, localement pour la topologie e´tale,
CE,1 – Spec
´
RrZs{aZ ` Zq
d
¯
.
Pour voir qu’on obtient un sous-groupe de Erps et non pas seulement du module de
Drinfeld formel, on proce`de en deux temps comme dans [Kat73] et [Kas04]. Si ad est
une unite´, alors on est sur le lieu ordinaire et CE,1 est le noyau de Frobenius, et donc
c’est bien un sous-groupe de Erps. Pour le cas ge´ne´ral, on se re´duit a` montrer que, si
Gpx, yq est la se´rie formelle de la multiplication dans Erps, alors
Gpx, yqq
d
´ aGpx, yq “
ÿ
0ďi,jďqd´1
aijx
iyj ` ¨ ¨ ¨ ” 0 mod pxq ´ ax, yq
d
´ ayq.
E´crivons SpfpR1q pour le tire´-en-arrie`re de SpfpRq au lieu ordinaire. Mais comme R
s’injecte dans R1 (comme on le voit au niveau des fonctions rigides) les aij sont nuls si
et seulement s’ils sont nuls dans R1 ; et on vient de se ramener ainsi au cas ordinaire,
qu’on a de´ja` ve´rifie´. On peut meˆme e´crire a explicitement ; comme dans [Bra13, §3.1]
ou [Col05], on voit que a peut eˆtre choisi comme π{ĂHa ; en particulier, ceci prouve
que CE,1 est fini et plat. Ceci donne le re´sultat attendu en e´chelon 1. Les e´chelons
supe´rieurs sont obtenus par ite´ration standard, contribuant le facteur 1
qd
pour chaque
ite´ration supple´mentaire, et comme 1
2
ă q
d
1`qd
, on obtient la borne simplifie´e sur v que
nous de´sirions.
(ii) On remarque que l’action de Ap sur l’alge`bre de Lie de CE,n est Ap-line´aire. Donc CE,n
est un Ap-module strict au sens de [Fal02]. On commence par le cas n “ 1. On e´crit
CE,1 – Spec
´
RrZs{aZ ` Zq
d
¯
,
pour 1 ´ v ď vppaq ď 1. On voit imme´diatement que ΩC
E,1
rps{R est un module libre de
rang 1 sur R{a. On fixe aussi c tel que acq
d´1 “ π. On de´finit
C_
E,1
:“ HomAppCE,1,CHq.
On voit donc qu’un point non-nul de C_
E,1
correspond a` un morphisme qui envoie Z ÞÑ cZ
avec vppcq “
1´vppaq
qd´1
. L’image du morphisme de Hodge–Tate–Taguchi est donc cR{aR.
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Figure 1. Polygones de Newton associe´s a` ϕπ.
p1, 1q
pqd, vπpadqq
pq2d, vπpa2dqq
pqrd, vπpardqq
Le conoyau est donc tue´ par un e´le´ment de valuation vppcq. Pour n ge´ne´ral, on a un
diagramme commutatif
C_
E,n
pRq

// ωC
E,n

C_
E,1
pRq // ωC
E,1
ou` les fle`ches verticales sont surjectives. Cela suffit pour conclure.

Muni du sous-groupe canonique, on peut de´finir l’ope´rateur Uπ sur les espaces de formes
surconvergentes comme la trace d’un Frobenius canonique, grosso modo. Nous rappelons cette
construction dans notre contexte, suivant l’argument robuste de Pilloni [Pil13, Sect. 4.2] aussi
utilisable en dimension supe´rieure sur la compactification minimale de la varie´te´ modulaire
de Drinfeld.
Pour v ă q
d
qd`1
, on a une correspondance :
M
rig
n pvq
p1ÐÝ Crig
p2ÝÑM
rig
n
´ v
qd
¯
.
L’espace rigide Crig au-dessus de l’intersection de M
rig
n pvq et de la varie´te´ modulaire de
Drinfeld parame´trise les triplets pE,α, Cq ou` E est un module de Drinfeld tel que hapEq ă v, α
une structure de niveau et C un sous-groupe strict de rang qd de Erπs diffe´rent du sous-groupe
canonique. Les projections p1 et p2 sont induites par p1pE,α, Cq “ pE,αq et p2pE,α, Cq “
pE{C, Impαqq. Soit πC : E ÝÑ E{C l’isoge´nie universelle. Celle-ci induit un isomorphisme
π˚C : Tan ˆMrign pv{qdq,p2
Crig ÝÑ Tan ˆM rign pvq,p1
Crig.
Alors la me´thode de Pilloni via l’application de Hodge–Tate–Taguchi que pour n ě 2 et
v ă q
d´1
qdn
, l’application inverse π´1,˚C induit une application
π
´1,˚
n,n´1 : Fn ˆMrign pvq,p1
Crig ÝÑ Fn ˆMrign pv{qdq,p2
Fn´1,
ou` Fi est l’image re´ciproque dans ωE de l’image sous Hodge–Tate–Taguchi du sous-groupe
canonique en e´chelon i, ici aussi vue comme une de´formation (surconvergente) de la tour
d’Igusa, voir la de´finition 4.5 dans la section suivante.
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Notons Pi : Fi ÝÑM
rig
n pvq les projections. Pour Ωi :“ Pi,˚OFi , on peut alors de´finir
l’ope´rateur de Hecke note´ encore par Uπ par le´ger mais habituel abus de notation comme la
compose´e :
H0pM
rig
n
´ v
qd
¯
,Ωn´1q
p˚2ÝÑ H0pM
rig
n
´ v
qd
¯
, p˚2Ωn´1q
π
´1,˚
CÝÑ H0pM
rig
n pvq, p
˚
1Ωnq
1
pir´1
Trpp1q
ÝÑ H0pM
rig
n pvq,Ωnq.
L’extension au bord se fait comme dans le lemme 3.6, suivant [Pin13]. De plus, l’ope´rateur
Uπ ainsi de´fini sur M
rig
n pvq est comple`tement continu car l’application induite π
´1,˚
n,n´1 ci-haut
est relativement compacte, cf. [Lu¨t90, Lemma 2.5].
4.2. Formes modulaires surconvergentes. On e´tudie plus a` fond le faisceau des familles
de formes surconvergentes.
De´finition 4.5. Soit F Ă ω le faisceau sur Mnpvq obtenu comme image inverse par
ωpE,ϕq Ñ ωCE,n ,
de l’image de la fle`che de Hodge–Tate–Taguchi. Par abus de notation, F de´finit aussi un
faisceau sur M
rig
n pvq, et l’e´chelon n e´tant ge´ne´ralement sous-entendu.
On a la description alternative :
FpSpfpRqq “
!
f P ωpE,ϕqpSpfpRqq t.q. Dc ge´ne´rateur de C
_
E,n
pRq et f ” HTTpcq mod aR
)
.
(3)
Ceci nous permet de voir que le groupe 1`πwR agit par multiplication sur les sections de F .
De plus, l’action de A{pn sur C_
E,n
induit une action de Ap sur F .
The´ore`me 4.6. Le faisceau F est localement libre de rang 1. C’est un torseur pourAˆp
´
1` πwOMnpvq
¯
.
De´monstration. Sur Mnpvq le faisceau F est trivialise´ par c “ Ha
1{pqd´1q. Par la description
donne´e dans (3), deux sections f et f 1 qui trivialisent le faisceau diffe`rent par un e´le´ment de
Aˆp
´
1` πwOMnpvq
¯
. 
Ce faisceau nous permet de retrouver le faisceau des formes modulaires de poids k. Exac-
tement comme dans [Pil13, Proposition 3.6], on a la proposition suivante :
Proposition 4.7. Soit ωbkan l’analytification de ω
bk sur Mnpvq. On a un isomorphisme ω
bk
an –
Fr´ks, ou` Fr´ks de´note les fonctions homoge`nes de poids ´k pour l’action de Aˆp
´
1 `
πwOMnpvq
¯
.
La premie`re e´tape pour construire des familles π-adiques est de pre´ciser l’espace de poids.
Historiquement, le choix naturel est SpapΛ0,Λ0q. Un proble`me imme´diat de ce choix est que
l’ide´al de´finissant la topologie en question n’est pas d’engendrement fini et donc la the´orie
de Huber ne s’applique pas. Pour re´soudre ce proble`me et pouvoir appliquer cette the´orie,
on change la topologie de l’ide´al maximal par une topologie π-adique. On introduit donc
un nouveau candidat pour l’espace de poids : le sous-ensemble des points analytiques de
SpapΛ0,Λ0q. On de´montre que cet espace est suffisamment raisonnable pour eˆtre utilise´ : en
particulier, il est faisceautique.
Voici les de´tails de la construction de l’espace de poids. Tout d’abord, on plonge Λ0r1{πs
dans l’espace des fonctions continues CpZp,Or1{πsq et on de´finit
Λ` :“
 
fpsq P Λ0r1{πs|vπpfpsqq ě 0
(
.
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Cet anneau contient les images des e´le´ments Ti
πvpipp1`ziq
s´1q , et il posse`de un unique ide´al
maximal, engendre´ par π. De plus il est inte´gralement clos dans Λ0r1{πs.
De´finition 4.8. On de´finit l’espace de poids W :“ SpapΛ0r1{πs,Λ`q. C’est un espace adique
sur SpapO,Oqan “ SpapOr1{πs,Oq.
The´ore`me 4.9. L’espace adiqueW est faisceautique, c’est-a`-dire que pOW ,O
`
W q est un faisceau.
De plus, pour tout recouvrement de Cˇech fini par des ouverts rationnels et tout faisceau en
pOW ,O
`
W q-modules cohe´rents, le complexe de Cˇech associe´ est acyclique.
De´monstration. On note que W est isomorphe a` la boule ouverte de dimension infinie de
rayons pvπpp1 ` ziq
s ´ 1qqi. On ve´rifie d’abord que W est stablement uniforme ; soit U un
ouvert rationnel tel que OXpUq “ Λ
0r1{πsx ti
si
y. S’il existe k P Zp tel que sipkq ‰ 0 pour tout i
et fpsq est un e´le´ment de OXpUq a` puissances borne´es, alors vπpf
npsqq “ nvπpfpsqq, donc on
doit avoir vπpf
npsqq ě 0 et OXpUq est alors uniforme.
S’il n’y a pas un tel k, alors s1 ¨ ¨ ¨ sn “ 0 P Λ
0r1{πs, donc OXpUq “ 0 et U “ H. On conclut
donc queW est stablement uniforme et on peut appliquer [BV14, Theorem 7], donnant ainsi la
proprie´te´ faisceautique de l’espace W. La preuve de ce the´ore`me nous donne aussi l’acyclicite´
de tous les recouvrements de Cˇech finis par des ouverts rationnels (cf. [BGR84, §8.2]). 
Une diffe´rence majeure et pertinente pour la construction de familles de formes modulaires
de Drinfeld de pente finie est la non-analyticite´ du caracte`re universel induit par le morphisme
naturel de 1 ` πAp dans pΛ
0qˆ. En effet, il n’y a gue`re de caracte`res localement analytiques
en caracte´ristique positive : ne subsistent que les morphismes z ÞÑ zs, pour s dans Zp, cf.
[Jeo09]. Nous incorporons ce fait dans notre construction alternative recentre´e sur Zp.
Soit donc Zp le sche´ma en groupes localement constant sur SpapO,Oqan, comme de´fini dans
[SW, §8.2], cf. [Sch, §2]. On a un espace adique associe´, ainsi qu’un morphisme Zp Ñ W induit
par le morphisme d’alge`bre ci-haut, voir l’e´quation (2). La meˆme preuve que le the´ore`me 4.9
nous donne
The´ore`me 4.10. L’espace adique Zp est faisceautique et, pour tout recouvrement de Cˇech fini
par des ouverts rationnels et tout faisceau en pOZp ,O
`
Zp
q-modules cohe´rents, le complexe de
Cˇech associe´ est acyclique.
On conside`re le produit Mnpvq ˆ Zp. Localement, SpapR,R
`q ˆ Zp est SpapR8, R
`
8q pour
pR8, R
`
8q “
{
limÝÑ
ź
Z{pnZ
pR,R`q.
Un e´le´ment de R8 est donc une limite de fonctions localement constantes pour la norme sup.
Quand R est complet, on re´cupe`re les espaces de fonctions continues sans coup fe´rir :
pR8, R
`
8q “ pCpZp, Rq, CpZp, R
`qq.
De´finition 4.11. Soit χ un caracte`re d’ordre fini de Aˆp et s dans Zp ; on e´tend ce caracte`re a`
1` πwOMnpvq de la fac¸on naturelle via x ÞÑ x
s. Le faisceau des familles de formes modulaires
ωpχ,s
univq sur MnpvqˆZp est de´fini comme le sous-faisceau de F des sections pχ, sq-homoge`nes
pour l’action de Aˆp .
Plus pre´cise´ment, localement sur SpapR,R`q ˆ Zp on y.prsqs “ py
srsqs pour y P A
ˆ
p
´
1 `
πwOMnpvq
¯
et prsqs P R8, et ceci est bien de´fini.
‡
‡. on approxime la fonction s ÞÑ s avec des fonctions localement constantes fn et py
srsqs est donc la limite
de pfnpyqr
pnq
s qs (pour
!
pr
pnq
s qs
)
n
une suite qui tend vers prsqs).
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On de´finit aussi par la suite Msuniv “Ms,v, le module des formes modulaires de poids s et
rayon de surconvergence v, comme e´tant : H0pMnpvq ˆ Zp, ω
pχ,sunivqq.
On rappelle qu’un module de Banach M sur A est dit orthonormalisable (ou Pr) si l’on a
un isomorphisme (pas forcement une isome´trie !) de modules de Banach M – p‘iPIA. On a le
the´ore`me suivant :
The´ore`me 4.12. Le module Msuniv est orthonormalisable sur CpZp,Or1{πsq.
De´monstration. Soit tUiu
m
i“1 un recouvrement fini de Mnpvq par des ouverts rationnels tels
que ωpχ,s
univq se trivialise sur Ui ˆ Zp. On a donc la suite longue
0ÑMsuniv Ñ ‘iH
0pUi ˆ Zp, ω
pχ,sunivqq Ñ ‘i,jH
0pUi,j ˆ Zp, ω
pχ,sunivqq Ñ . . .
qui est exacte par le the´ore`me 4.10. Pour tout ensemble ti1, . . . , iju dans t1, . . . ,mu on a
H0pUi1,...,ij ˆ Zp, ω
pχ,sunivqq – OWpUi1,...,ijqpbOr1{πsCpZp,Or1{πsq
qui est orthonormalisable sur CpZp,Or1{πsq (car tout module de Banach sur Or1{πs est or-
thonormalisable). On peut donc utiliser e.g., [AIP18, Corollaire B.2]. 
On a donc les bases ne´cessaires pour construire une varie´te´ de Hecke. On ne pre´tend pas a`
grande originalite´ : on adapte tout bonnement [Buz07, AIP18].
Tout d’abord, comme l’ope´rateur Uπ est comple`tement continu sur Msuniv , on peut de´finir
son de´terminant de Fredholm
FUpi pXq P CpZp,Or1{πsq ttXuu ,
ou` CpZp,Or1{πsq ttXuu de´note l’anneau des se´ries
ř8
n“0 anX
n qui convergent pour tout e´le´ment
de CpZp,Or1{πsq. Si tMiuiPI est un ensemble de sous-modules finis de Msuniv tel que Uπ “
limiUπ |Mi , on a
FUpipXq “ lim
i
detp1´UπX|Miq.
En particulier, FUpip0q “ 1 et toutes ses racines sont entie`res. Soit A
1
Zp
la droite affine sur Zp.
Elle est recouverte par les boules affino¨ıdes
Ba{b :“ SpapCpZp,Or1{πsqxπ
aXby, CpZp,Oqxπ
aXbyq,
pour a
b
P Qě0.
De´finition 4.13. La varie´te´ spectrale Z “ Zv est le ferme´ V pFUpi pXqq Ă A
1
Zp
.
On utilise la notion de localement de type fini et quasi-se´pare´ de [Hub94, §3].
De´finition 4.14. Suivant [Hub96, Definition 1.5.1], on dit qu’un morphisme w : X Ñ Y entre
espaces adiques est quasi-fini si w est localement de type fini et pour tout y P Y la fibre f´1pyq
posse`de la topologie discre`te.
Suivant [Hub96, Definition 1.3.3], on dit que w est partiellement propre si w est localement
de type fini, se´pare´, et satisfait le crite`re valuatif universel suivant :
pour tout morphisme Y 1 Ñ Y , et tout x1 P X ˆY Y
1, si on de´note par w1 la projection
X ˆY Y
1 Ñ Y 1, on a que chaque point y˜ qui se spe´cialise en w1px1q est image par w1 d’un
point x˜ de X ˆY Y
1 qui se spe´cialise en x1.
Remarque 4.15. Il faut remarquer que la notion de espace f-adique du livre [Hub96] est
diffe´rente de la noˆtre et de celle de [Hub93, Hub94], car dans son ouvrage de re´fe´rence, Huber
de´finit un anneau f-adique comme un anneau topologique avec un anneau de de´finition qui
est noethe´rien. De`s qu’on utilisera un re´sultat du livre cite´, on expliquera pourquoi un tel
re´sultat reste encore toutefois valable dans notre contexte.
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The´ore`me 4.16. Le morphisme Z Ñ Zp est plat, localement quasi-fini, et partiellement propre.
De plus, pour tout x dans Z il existe un ouvert U Ă Z tel que x Ă U et un ouvert V Ă Zp
tel que wpUq Ă V et w : U Ñ V est fini et plat. Si le degre´ de w : U Ñ V est constant sur U ,
alors les ouverts U et V de´finissent une factorisation FUpi pXq “ QpXqP pXq P OZppV q, avec
QpXq et P pXq premiers entre eux et tel que QpXq est un polynoˆme de terme constant 1 et
coefficient directeur une unite´ de OZppV q.
De´monstration. On adapte la de´monstration de [AIP18, The´ore`me A.2]. Le morphisme w est
par de´finition localement de type fini et quasi-se´pare´.
Le meˆme raisonnement que dans [AIP18, Lemme B.1] sur les pentes du polygone de Newton
nous garantit que pour tout x “ SpapOr1{πs,Oq dans Zp la se´rie de Fredholm FUpipXqx P
Or1{πs ttXuu n’a qu’un nombre fini de racines de valuation π-adique plus petite que a{b pour
tout a{b P Qě0. Soit Za{b la restriction de Z a` Ba{b. Notons FUpipπ
aXbq “
ř8
n“0 anpπ
aXbq ; on
recouvre Zp par un nombre fini d’ouverts. Conside´rons
Vn :“
!
x P Zp|FUpi pπ
aXbqx est n-distingue´
)
.
L’ensemble Vn est ouvert car la condition indique´e est e´quivalente a` ce que |an|π ě |am|π
pour tout m, avec ine´galite´ stricte si n ą m. Soit donc, pour M P N,
UM :“ tx|FUpi pXqx a moins que M ze´ros de valuation π-adique plus petite que a{bu ,
Ces ensembles UM forment un suite croissante d’ouverts et Zp e´tant quasi-compact, on sait
que FUpi pXq a moins que M racines pour M fixe´ assez grand.
§ Le the´ore`me de pre´paration
de Weierstraß [Ell14, Theorem 1.3] nous dit que sur Vn, on peut factoriser, a` une puissance
de π pre`s, FUpi pT q comme suit :
FUpipT q “ QpT qP pT q
pour T “ πaXb, ou` Q un polynoˆme de degre´ n congruent a` T n modulo π, et P une se´rie
formelle inversible. Si Za{b,n est la restriction de Za{b a` Vn on a donc
OZppVnqrT s{QpT q – OZpZa{b,nq
qui montre que Z est plat (utilisant [Sta18, Lemma 10.127.5] qui traite le cas d’un anneau
non-noethe´rien) et localement fini.
Pour montrer que w est partiellement propre, on peut travailler localement : soit donc
Y 1 “ SpapA,A`q Ñ Ba{b un morphisme, x
1 “ Spapκpx1q, κ`px1qq un point de Z ˆ Y 1, w1pxq “
Spapκpyq, κ`pyqq, et y˜ “ Spapκpyq, κ`py˜qq un point de Y 1 qui se spe´cialise a` w1pxq. On de´finit
x˜ “ Spapκpx1q, κ`px˜qq pour κ`px˜q la cloˆture inte´grale de l’image de κ`py˜q dans κ`px1q. Pour
re´sumer, on a le diagramme suivant :
pA,A`q

// pA ttXuu {FUpipXq, A
` ttXuu {FUpi pXqq

pκpyq, κ`pyqq // pκpx1q, κ`px1qq
pκpyq, κ`py˜qq
OO
// pκpx1q, κ`px˜qq
OO
Posons donc U :“ Za{b,n pour a{b convenable. 
§. En contraste avec [Buz07, Lemma 4.4], la situation se simplifie : les Vn fournissent de´ja` un recouvrement
par des ouverts deux-a`-deux disjoints.
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Remarque 4.17. Il est plausible qu’une variante de [Sta18, Lemma 10.127.5] nous permette de
ge´ne´raliser la construction de la varie´te´ spectrale aux se´ries de Fredholm sur Λ`.
Soit H l’alge`bre de Hecke abstraite sur CpZp,Or1{πsq engendre´e par les ope´rateurs de Hecke
de niveau premier a` np et l’ope´rateur Uπ, et H
` la meˆme alge`bre de Hecke abstraite mais sur
Λ`.
Lemme 4.18. Les alge`bres de Hecke H et H` sont commutatives.
De´monstration. C’est exactement la meˆme preuve que pour le cas classique de GLn sur un
corps de nombres. 
De´finition 4.19. Soient U et V deux ouverts comme dans le the´ore`me 4.16 ; on de´compose
Msuniv bOZppV q “MsunivpQq ‘MsunivpP q,
de fac¸on a` ce que UdπQpU
´1
π q soit 0 sur MsunivpQq et inversible sur MsunivpP q. On a aussi une
de´composition
H0pMnpvq ˆ Zp, ω
pχ,sunivq,`q bCpZp,Oq O
`
Zp
pV q “MsunivpQq
` ‘MsunivpP q
`.
La varie´te´ de Hecke Cv Ñ Zv est l’espace adique de´fini localement sur U par SpapHQ,H
`
Qq, ou`
HQ est l’image deH (resp.H
`) dans EndCpZp,Or1{πsqpMsunivpQqq (resp. EndCpZp,OqpMsunivpQq
`q).
Ce qu’il nous reste a` faire est de recoller les varie´te´s Zv et Cv pour v tendant vers 0. On peut
de´finir exactement comme dans [Buz07, §5] la notion de lien primitif et lien. Si v1 ą v ą 0, on
peut voir, comme dans [Col97, Theorem B3.2], que la fle`che induite par la restriction
Msuniv,v1 Ñ Msuniv,v
est un tel lien, donc les deux se´ries de Fredholm sont les meˆmes, les deux varie´te´s spectrales
Zv1 et Zv sont isomorphes et pareillement pour Cv1 et Cv. On a donc le :
The´ore`me 4.20. (1) Il existe une varie´te´ spectrale Z Ñ Zp qui est plate, localement quasi-
finie, partiellement propre sur Zp, et parame`tre les inverses des valeurs propres de Uπ
sur limÝÑMsuniv,v.
(2) Il existe une varie´te´ de Hecke C Ñ Z qui parame`tre les syste`mes des valeurs propres de
l’alge`bre de Hecke sur limÝÑMsuniv,v et qui est finie sur Z.
On a en particulier le corollaire suivant :
Corollaire 4.21. Soit f une forme modulaire de Drinfeld, propre pour Uπ, de poids k et de
pente finie pour Uπ. Il existe un ouvert k P U Ă Zp, un anneau R fini sur CpU,Oq, et une
fonction continue F P R telle que pour tout x P SpapRr1{πs,Rq, au-dessus de s P U , il y a
une forme modulaire fx de Drinfeld surconvergente de poids s et de valeur propre F pxq.
De´monstration. En effet, on remarque tout d’abord que Mnpvq est affino¨ıde car ω est ample
par de´vissage a` [Pin13, Theorem 5.3] ; notons donc Mnpvq “ SpapR,R
`q. Pour montrer le
changement de base de´sire´ :
Msuniv,v bs Or1{πs – H
0pMnpvq, ω
pχ,sqq,
il suffit de montrer que le premier groupe de cohomologie de ωpχ,s
univq s’annule i.e., H1 “ 0. Or,
la meˆme preuve qu’au the´ore`me 4.10 s’applique a` SpapR8, R
`
8q et pour conclure on rappelle
que la cohomologie de Cˇech calcule le H1 par [Tam94, Corollary 3.4.7]. 
N.B. Quitte a` restreindre U , on peut meˆme supposer que vπpF q est constante dans le corollaire
ci-haut.
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Remarque 4.1. Si k et k1 appartiennent au meˆme ouvert Vn (associe´ a` la partie de pente plus
petite que a{b) la dimension de l’espace des formes modulaires de Drinfeld surconvergentes
de pente plus petite que a{b et de poids k est la meˆme que pour l’espace de formes de poids
k1. Comme la construction de Vn est tout a` fait explicite, nous sommes optimistes quant a` la
validite´ de re´sultats dans le style de la conjecture de Gouveˆa–Mazur.
5. Classicite´ des formes de petite pente
5.1. Dynamique de l’ope´rateur Uπ. Soit Mn,drap la varie´te´ modulaire de Drinfeld de ni-
veau Kpnq XK0ppq sur Or1{πs. La varie´te´ ouverte Mn,drap parame`tre les modules de Drinfeld
E de rang r munis d’une structure de niveau n (qui par la suite sera volontairement ignore´e)
et un sous-groupe strict H d’ordre qd de la p-torsion. Il existe, via le sous-groupe canonique,
une section qui envoie M
rig
n pvq vers M
rig
n,drap .
Rappelons que l’ope´rateur Uπ est induit par la correspondance Cπ qui parame`tre, en plus
de E et H, un supple´mentaire ge´ne´rique L de H. De plus, on a deux fle`ches p1 et p2 telles que
p1pE ,H,Lq “ pE ,Hq et p2pE ,H,Lq “ pE{L, ImpH Ñ Erps{Lqq. On voit donc Uπ comme une
fonction multivalente, et
UπpE ,Hq “
!
pE{L, ImpH Ñ Erps{Lqq|pL ˆHq ˆOr1{πs
–
Ñ Erps ˆOr1{πs
)
.
Soit H un Ap-module strict de rang q
d ; il est localement de la forme Spec
´
RrZs{aZ ` Zq
d
¯
et on de´finit degπpHq :“ vπpaq P r0, 1s. Plus ge´ne´ralement, suivant [Far10], pour tout Ap-
module strict et fini G, on de´finit le degre´ de G comme
degπpGq :“ vπpFittωGq.
Le degre´ satisfait les proprie´te´s suivantes :
Proposition 5.1. (1) Si 0Ñ G1 Ñ G2 Ñ G3 Ñ 0 est une suite exacte, alors
degπpG2q “ degπpG1q ` degπpG3q.
(2) degπpGq ` degπpG
_q “ htπG, ou` G
_ est le dual strict de G.
(3) Si f : G Ñ G1 est un morphisme de sche´mas en groupes stricts et finis qui induit un
isomorphisme en fibre ge´ne´rique, alors degπpGq ď degπpG
1q. De plus, il y a e´galite´ si et
seulement f est un isomorphisme.
De´monstration. Les meˆmes preuves que [Far10, Lemme 4, Corollaire 3] fonctionnent aussi
bien dans notre contexte ; voir aussi la section 10.2 de loc. cit. 
On de´finit donc un morphisme degπ :M
rig
n,drap Ñ r0, 1s qui envoie pE ,Hq dans degπpHq. Par
le the´ore`me 4.4 on voit imme´diatement que degπpM
rig
n pvqq Ă p1´ v, 1s. On peut montrer bien
davantage, mais tout d’abord il faut prouver le lemme suivant. Pour tout intervalle I Ă r0, 1s
on de´finit M
rig
n,drapI :“ deg
´1
π pIq.
Lemme 5.2. Soit y “ pE ,Hq dans M
rig
n,drap et x “ pE{L,H
1 “ pH ` Lq{Lq P Uπpxq. Alors
degπpyq ď degπpxq avec e´galite´ si et seulement si degπpyq “ 0 ou 1.
De´monstration. On applique la proposition 5.1 partie (3) a` H Ñ H 1. Si on a l’e´galite´, alors
H – H 1 et L est un comple´mentaire de H en fibre spe´ciale aussi. Donc Erps – H ˆ L, et H
et L sont les troncatures de deux groupes p-divisibles. Donc soit H est le premier cran du
module de Carlitz–Hayes, soit il est e´tale. 
Proposition 5.3. Soit y “ pE ,Hq dans M
rig
n,drapr0, 0s. Le nombre de points x “ pE{L,H
1 “
pH ` Lq{Lq P Uπpxq tels que degπpyq “ degπpxq “ 0 ne de´pend que du rang e´tale de E .
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De´monstration. Si degπpyq “ degπpxq “ 0, alors on a Erps “ H ˆ L. Comme H est e´tale, en
utilisant la de´composition e´tale-connexe de Erps on voit que L “ L1 ˆ Erps˝, pour un certain
L1 e´tale. Calculer les nombres de points x comme dans l’e´nonce´ revient a` calculer le nombre
des supple´mentaires de H dans Erpse´t ; comme les groupes sont e´tales, ceci revient a` calculer
le nombre de supple´mentaires ge´ne´riques de H et leur nombre ne de´pend que du rang e´tale
de Erps. 
On obtient donc la proposition suivante :
Proposition 5.4. Pour tout 0 ă t ă t1 ă 1, il existeN tel que UNπ pM
rig
n,draprt, 1sq ĂM
rig
n,draprt
1, 1s.
De´monstration. Par le lemme 5.2, il suffit de ve´rifier que la diffe´rence entre degπpxq et degπpyq
n’est pas arbitrairement petite. Soient aH et a
1
H les ge´ne´rateurs de ωH et ωH 1 . La fonction
g “ p˚1paHq
´1p˚2paH 1q satisfait vπpgq ą 0 sur M
rig
n,draprt, t
1s, et par le principe du module
maximal, il posse`de un minimum t0. Ceci implique que UπpM
rig
n,draprt, 1sq ĂM
rig
n,draprt` t0, 1s.
Si on choisit N tel que t`Nt0 ą t
1, on obtient le re´sultat. 
5.2. La se´rie de Kassaei. Soit f une forme modulaire de Drinfeld surconvergente de poids
k ě 0 et propre pour Uπ : Uπf “ aπf . Elle est donc une section de ω
bk sur M
rig
n pvq. Soit
y PM rign,drapp0, 1s. Par la proposition pre´ce´dente, on peut trouver N tel que U
N
π pyq ĂM
rig
n pvq
¶
et donc on de´finit
fpyq :“
1
paππr´1q
N
ÿ
xPUNpi pyq
fpxq.(4)
La difficulte´ est l’extension a` la partie M rign,drapr0, 0s : pour ce faire, on utilise l’astuce de
la se´rie de Kassaei [Kas06] (voir aussi la ge´ne´ralisation conside´rable de [BPS16]). L’ide´e est
la suivante : soit y un point de M rign,drapr0, 0s et supposons que f est de´ja` de´finie sur toute la
varie´te´ modulaire, on a alors la re´e´criture suivante :
fpyq “
1
aππr´1
ÿ
xPUgoodpi pyq
fpxq `
1
aππr´1
ÿ
xPUbadpi pyq
fpxq
ou` Ugoodπ pyq sont les points dans M
rig
n,drapp0, 1s et U
bad
π pyq les points dans M
rig
n,drapr0, 0s. On
de´finit donc par re´currence
UN,goodπ pyq :“
!
x P Uπpx
1q XM rign,drapp0, 1s|x
1 P UN´1,badπ pyq
)
UN,badπ pyq :“
!
x P Uπpx
1q XM rign,drapr0s|x
1 P UN´1,badπ pyq
)
.
En ite´rant cette astuce, on obtient
fpyq “
8ÿ
N“1
1
paππr´1q
N
ÿ
xPUN,goodpi pyq
fpxq
et si |UN,goodπ | ď q´dcN la se´rie converge pourvu que
πc
apiπr´1
ait norme plus petite que 1. On
de´finit donc une fonction F sur M rign,drapr0, 0s par la formule
F pyq :“
8ÿ
N“1
1
paππr´1q
N
ÿ
xPUN,goodpi pyq
fpxq.
Lemme 5.5. Soit x dans Ubadπ pyq, alors fpxq P p
kωbkx .
¶. car M
rig
n pvq est un voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif qui co¨ıncide avec deg
´1
pi p1q
24 MARC-HUBERT NICOLE ET GIOVANNI ROSSO
De´monstration. Soit x “ pEx,Hxq, on a donc Erps – H ˆ L, ou` L est le supple´mentaire tel
que Ex “ E{L. Toujours par la proposition 5.1, on a degπpLq “ degπpErpsq “ 1
‖. Les meˆmes
calculs que dans les lemmes 3.6 et 3.7 nous assurent que p˚2ωEi{Li Ă πp
˚
1ωEi . Si x appartient a`
Ubadπ pyq, alors on a donc que fpxq P p
kωbkx . 
Par ite´ration, on en de´duit que la se´rie ci-haut converge si k ´ r ` 1 ą vπpaπq.
Il nous reste a` de´montrer que Ugoodπ pfq et Ubadπ pfq sont des fonctions rigides-analytiques.
Lemme 5.6. Soit N un entier. Il existe ǫN assez petit et un recouvrement admissible tUl,ǫNu
de M rign,drapr0, ǫN s tel que sur Ul,ǫN zUl`1,ǫN on peut de´composer
UNπ “ U
N,good
π
ğ
UN,badπ
ğ
UN,N´1π
par des correspondances finies et e´tales. De plus, la suite des ǫN tend vers 0.
De´monstration. On conside`re la stratification de Mn,1 donne´ par le rang e´tale de E , c’est-a`-
dire la stratification par le p-rang. On de´finit donc Vl comme l’image inverse par la fle`che
d’oubli M rign,drap vers M
rig
n et puis de spe´cialisation de M
rig
n vers Mn,1, du lieu ou` le p-rang de
la partie e´tale est plus grand que ou e´gal a` l. On de´finit Ul,ǫ comme l’intersection de Vl avec
M
rig
n,drapr0, ǫs. Si ǫ “ 0, par la proposition 5.3, on sait que si x P Ul,0zUl`1,0, alors on peut
de´composer Uπ en U
good
π \ Ubadπ . Comme dans la preuve de [BPS16, Lemme 4.3.6], on peut
choisir ǫ1 suffisamment petit tel que pour les points x de Ul,ǫ1zUl`1,ǫ1, le nombre de points de
Uπpxq de petit degre´ est fixe´. Par un le´ger abus de notation, on appelle alors cet ensemble de
points Ubadπ pxq, et son comple´mentaire est U
good
π pxq. Dans la meˆme suite d’ide´es, on de´finit
donc UN,goodπ et U
N,bad
π par re´currence : U
N,bad
π est Ubadπ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ U
bad
π , ite´re´ N fois, et U
N,good
π
est Ugoodπ ˝ Ubadπ ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ U
bad
π avec N ´ 1 copies de U
bad
π . Par la proposition 4.1.8 de [BPS16],
il est garanti que ces deux correspondances Ubadπ et U
good
π sont finies et e´tales ; et ib. pour
UN,goodπ et U
N,bad
π . La correspondance U
N,N´1
π est donne´e par l’union finie des correspondances
Ujπ ˝ U
N´j,good
π pour j ě 1, qui sont clairement aussi finies et e´tales. Les ǫN sont de´finis par
re´currence : on veut que la N ´ 1-ie`me ite´ration de Ubadπ tombe dans M
rig
n,drapr0, ǫ1s ; le meˆme
raisonnement que dans la preuve de la proposition 5.4 sur la dynamique de Uπ montre que
les ǫN tendent vers 0.

On peut donc de´finir une section de ωbk via :
fjpyq “
jÿ
N“1
1
paππr´1q
N
ÿ
xPUN,goodpi pyq
fpxq
pour y PM rign,drapr0, ǫjq.
Hypothe`se 5.7. On suppose que la pente de f par rapport a` Uπ satisfait vπpaπq ă k ´ r ` 1.
On a la proposition suivante :
Proposition 5.8. (i) Toutes les fonctions fj et f sont borne´es uniforme´ment par une constante
M sur leur domaine de de´finition ;
(ii) |fj ´ F |M rig
n,drap
r0,0s
Ñ 0 avec j ;
(iii) |fj ´ f |M rig
n,drap
p0,ǫj s
Ñ 0 avec j ;
(iv) |fj ´ fj`1|M rig
n,drap
r0,ǫj`1s
Ñ 0 avec j.
‖. [Pil11, Lemme 2.1]
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De´monstration. (i) On commence par f , qui est de´finie sur M rign,drapp0, 1s. Comme f est
borne´e sur M
rig
n pvq, par la de´finition (4) f est borne´e sur M
rig
n,draprǫ, 1s par un cer-
tain M1. On montre par la suite que U
bad
π a norme tre`s grande sur M
rig
n,drapr0, ǫs ; par
construction, il existe une constante positive C telle que 1 ě degπpL
badq ě C pour tout
pE ,H,Lbadq avec pE ,Hq dans M rign,drapr0, ǫs. Ceci implique que p
˚
2ωE{Lbad Ă π
Cp˚1ωE et
que fpUbadπ pyqq P π
Ckωbk
Ubadpi pyq
. On peut donc e´crire
fpyq “
1
πaπ
fpUbadπ pyqq `
1
πaπ
ÿ
xPUgoodpi pyq
fpxq
et par le lemme 5.6 tous ces x sont dans M rign,drappδ, 1q avec δ ą ǫ. La norme de f est
donc borne´e par la maximum entre M1{|πaπ|π et M1|
πpCqk
πapi
|π.
En ce qui concerne les fj : on prouve le tout par re´currence, en utilisant que la
diffe´rence entre deux termes fj s’e´crit en termes de U
N,bad
π pfq.
(ii) Pour montrer ce premier estime´, il suffit d’ite´rer le lemme 5.5 qui nous donne que la
norme est plus petite de | π
jk
papiπr´1q
j |π qui tend vers 0 par l’hypothe`se sur la pente ;
(iii) Pour cet autre estime´, on utilise l’adaptation du lemme 5.5 de´montre´ dans le point (i)
et le fait que la diffe´rence est donne´e par U
N,bad
pi
πapi
.
(iv) On utilise ici aussi l’estime´ de la norme de UN,badπ .

The´ore`me 5.9. Soit f une forme modulaire de Drinfeld surconvergente et propre pour Uπ de
pente ă k ´ r ` 1. Il existe alors une unique extension de f a` M rign,drap, et cette extension est
borne´e.
De´monstration. Il suffit de construire une section de ωbk sur M rign,drapr0, ǫs a` partir de fj et f .
Quitte a` multiplier fj et f par une puissance assez grande de π, on peut supposer que toutes
les fonctions sont entie`res. Par la proposition 5.8, partie (iii), modulo πmj on peut recoller fj
et f sur M rign,drapr0, ǫs en une fonction gj . Quitte a` raffiner la suite gj , on obtient une suite dans
limÐÝ
j
H0pM rign,drapr0, ǫs, ω
bk{πjq.
Par [Kas06, Lemma 2.3] (voir aussi [BPS16, Proposition 4.1.2]), quitte a` inverser π, on ob-
tient alors une section de H0pM rign,drapr0, ǫs, ω
bkq qui co¨ıncide avec f sur M rign,drapp0, ǫs. Par un
inoffensif abus de notation, on de´note par f aussi le recollement sur M rign,drap de cette section
avec f . Par la proposition 5.8, partie (i), f est borne´e. 
On obtient donc le the´ore`me de classicite´ de´sire´ :
Corollaire 5.10. Soit f comme dans le the´ore`me 5.9, alors f P H0pM n,drap, ω
bkq.
De´monstration. Par la section pre´ce´dente, une telle forme f de´finit une section borne´e de ωk
surM rign,drap. Comme la compactification M
rig
n,drap est normale, son bord est un ferme´ de Zariski
de codimension 1, et f est borne´e, on peut utiliser [Lu¨t74, Theorem 1.6 I)] pour e´tendre f a`
une section de H0pM
rig
n,drap, ω
bkq. Par le the´ore`me GAGA rigide [Kie67], on a
H0pM
rig
n,drap, ω
bkq “ H0pMn,drap, ω
bkq
et on conclut. 
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Sommaire des notations
Notations alge´briques :
— Soient p un nombre premier, et FqrT s l’anneau des polynoˆmes en une variable T , ou` Fq
est une extension finie du corps Fp ;
— Soit F un corps de fonctions en une variable sur un corps fini Fq ;
— Soit 8 une place de F ;
— Soit A l’anneau des e´le´ments de F entiers sauf au plus en l’8 ;
— Soit p Ă A un ide´al premier engendre´ par un polynoˆme irre´ductible unitaire de degre´ d
et v la place associe´e ;
— Soit Ap la comple´tion p-adique A et π une uniformisante
∗∗ ;
— Soit κp le corps re´siduel de Ap ;
— Soit O une extension finie de Ap suffisamment grande ;
— Soit R une Ap-alge`bre v-adiquement comple`te sans O-torsion ;
— Soit Fp le corps des fractions de Ap ;
— Soit n un ide´al de A relativement premier a` v.
Notations de ge´ome´trie alge´brique :
— Soient Mn la varie´te´ modulaire de Drinfeld i.e., l’espace de module fin parame´trisant les
modules de Drinfeld de rang r munis d’une structure de niveau n, et Mn sa compactifi-
cation minimale ;
— Soient E l’objet universel au-dessus de Mn, et E son extension au-dessus de Mn en un
module de Drinfeld ge´ne´ralise´ au sens de Pink ;
— Soit ω :“ ωE{Mn le dual de l’alge`bre de Lie relative de E ;
— Soit Mk :“ H
0pMn, ω
bkq l’espace des formes modulaires de Drinfeld de poids k sur Mn.
Notations de la the´orie de Hida :
— Soit Uπ l’ope´rateur de Hecke en v normalise´ ;
— Soit V l’espace des formes modulaires π-adiques ;
— Soit Ha l’invariant de Hasse.
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